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Trainingsaufgaben fur die Mathematik-Olympiade
zur Vorbereitung auf die 4. Stufe der Mathematik-Olympiade,
Olympiadeklasse 9 - Teil 1

Logik/ Kombinator ik

1) [510944 - 77%)]
Anita und Bodo finden eine alte Balkenwaage mit aa@gschalen und einen Wagesatz mit
den Massesticken 1 g, 2 g, 3 9, 4 g, 5 g und Gagsi® Langeweile haben, denken sie sich
verschiedene Wettbewerbe aus. Folgende grundledggmidiegeln werden vereinbart:

(1) Anita und Bodo legen abwechselnd je ein Massestati€tkgendeine der beiden Waag-

schalen.

(2) Anita beginnt und muss als erstes das 1-g-M#s$sle auflegen.

Es gibt 3 Spielrunden:

a) Im ersten Spiel wird nach dem Auflegen aller &skkstlicke die Differenz aus den Massen
der linken und der rechten Waagschale gebildedi¢éste Differenz (in g) ungerade, gewinnt
Anita. Ist die Differenz gerade, gewinnt Bodo.

Untersuchen Sie, welcher der Spielpartner eineniigesicher erzwingen kann.

b) Im zweiten Spiel gewinnt Anita, wenn sie es $ithdass am Ende des Spieles die Summe
der Massen auf der linken Waagschale eine durdillsate Anzahl von Gramm ergibt. Ge-
lingt dies nicht, gewinnt Bodo.

Untersuchen Sie, welcher der Spielpartner eineniidesicher erzwingen kann.

c) Im dritten Spiel gewinnt Anita, wenn irgendwamach einem von ihren oder Bodos Spiel-
zugen entweder beide Waagschalen im Gleichgewiolt ader eine der Waagschalen die
doppelte Masse der anderen enthalt. Anderenfalsngé Bodo.

Untersuchen Sie auch hier, ob (und wenn ja, von werdiesem Spiel ein sicherer Sieg er-
zwungen werden kann.

2) [400945 - 75%)]

Wie viele Moglichkeiten gibt es, die Zahl 2000 &sodukt von drei naturlichen Zahlen zu
schreiben?

Dabei sollen auch Produktdarstellungen, die sighimaer Reihenfolge der Faktoren unter-
scheiden, als voneinander verschieden gelten.

3) [480941 - 63%)]

Anton und Barbel spielen folgendes Spiel: Von eirfet@pel mit 100 Karten ziehen sie ab-
wechselnd entweder 2, 5 oder 6 Karten. Den erstgnfizhrt stets Anton aus. Gewonnen hat,
wer den letzten erlaubten Zug machen kann.

Untersuchen Sie, wer von beiden den Sieg erzwikgan, und geben Sie eine Gewinnstrate-
gie an.

4) [490941 - 61%)]

Die Klasse 10 b plant einen zweitagigen Ausflug RRK-Hutte in Altenfeld. In der Klasse
10 b sind 13 Schiler (8 Jungen und 5 Madchen).iliiskgine Geschwisterkinder in dieser
Klasse. Um die Kosten zu minimieren, haben sicti Wter bereit erklart, die Schiler mit

1



ihren Autos zur DRK-Hitte zu fahren. Die Mathemigtikerin Frau Lustig notiert sich auf
dem Elternabend die Namen der funf Vater.

Frau Lustig stellt ihrer Klasse folgende Knobelalfg: Wie viele Moglichkeiten der Vertei-
lung der Schuler auf die finf Fahrzeuge gibt esyrw@an davon ausgeht, dass in jedem Auto
genau drei Platze fur Schiler zur Verfugung stalnash in jedem Auto das Kind des Vaters
sitzt, der das Auto fahrt?

Zahlentheorie

1) [410944 - 81%]

a) Berechnen Sie den Wert der Sumfe=1 -2+ 3 -4 + ... -¢+1)"- n in Abhangigkeit
von n, wobei n eine nattrliche Zahl mit n > 0 ist.

b) Ermitteln SieS +S + S+ ..+ St Soort Soo-

2) [420941 - 78%)]

Beweisen Sie: Fur jedes Paar (m; n) natlUrlichetedamit m > 1 und n > 1 ist die Zahl m-n
als Summe von m aufeinander folgenden ungeradeleZdarstellbar.

Beispiele: 32=1+3+5,63 =31 + 33 + 35 + 339+ 41.

3) [500944 - 77% ]
Ermitteln Sie samtliche Paare (n; t) ganzer ZaHi@ngdie n2z=2' + 5 gilt.

4) [430945 - 75%)]

Untersuchen Sie, ob es unendlich viele naturlichbléh n gibt, fir die2"- 3 und3"-2
einen gemeinsamen Teiler groRer 1 haben.

5) [450942 - 74%)]
Man ermittle alle Paare (p; q) von Primzahlen,dié es positive ganze Zahlen x und y gibt,
so dass
p=x2-y
g=y2+3x—-7
gilt.

6) [520941 - 72%)]
Schreibt man die Ziffern einer naturlichen Zahhaimgekehrter Reihenfolge auf, erhalt man
die Zahl u. Beispielsweise folgt aus z = 31 entsipead u = 13.

a) Ermitteln Sie alle zweistelligen Zahlen z, dréRer als das entsprechende u sind und fur
die z2 - u? eine Quadratzahl ergibt.

b) Fugt man in die Zifferndarstellung einer zwdigjen Zahl [ab] in der Mitte eine Null ein,
erhalt man eine dreistellige Zahl z = [aOb] undsprechend ihre Umkehrzahl u = [b0a].
Ermitteln Sie die Anzahl der Zahlen z dieser Arg grél3er als das entsprechende u sind und
fur die z2 — u? eine Quadratzahl ist.



7) [480945 - 72%)]

Die Zifferndarstellung der positiven ganzen ZahhezZehnersystem sei z z[ ,z,_, ... Z]
mit den Ziffernz,_,, ..., z , 7. Fir jede solche Zahl z wird ein Wert S(z) duraldaion der
siebenten Potenzen dieser Ziffern, also nach dgeriden Vorschrift berechnet:

S(2) = S(By1Ziz - Bl) = 2y, + 20 5+ ot 7,

Es gibt Zahlen z, fiir welche S(z) = z gilt, zum &eel z = 1 741 725, denn es gilt

1+7 +4+1+7+ 2+ 5=1741725.

Untersuchen Sie, ob es endlich oder ob es unendkbh positive ganze Zahlen z mit

S(z) =z qibt.

8) [410945 - 66%)]
Beweisen Sie, dass fir jede natirliche Zal# 8 gilt: 2" > n2.

Arithmetik

1) [440541 - 74%)]

Gegeben sei die Gleichung 4y?2 + 4xy + x + 6 = 0.

Ermitteln Sie alle reellen Zahlen x, fur die esllee@ahlen y gibt, so dass diese Gleichung
erfullt ist.

2) [450945 - 63%)]
Ermitteln Sie alle reellen Tripel (X; y; z), welchésungen des folgenden Gleichungssystems
sind:
1 _
X+y+-=3

1 _
y+z+;_3

z+x+§ = 3.

Geometrie H G

1) [500942 - 71%)]

Gegeben ist ein Wirfel ABCDEFGH mit der Kantenlaagend
den Bezeichnungen wie in der Abbildung. Auf der &len AG
sei P derjenige Punkt, fir den EP senkrecht ZUuAG i

Man beweise, dass P von den Punkten F, H und GQ\dstand a
hat. A B

2) [430944 - 71%)]
In einer Ebene liegen 10 Kreis$g, K ,, . . . ,K,, mit den Radien,,r,, ..., t, SO, dass je zwei

Kreisflachen keine inneren Punkte gemeinsam hdheter gleichen Ebene liege ein weiterer
Kreis K, mit dem Radius,, fur den

2 _ .2 2 2
I’o _rl +r2+...+r10

gilt.
Beweisen Sie, dass fur 11 Kreise dieser Art stfitstie Summe der Inhalte der Flachen, die
aul3erhalb vorK,, aber innerhalb voiK,, K, . . . oderK,, liegen, ist gleich dem Inhalt der

Flache, die au3erhalb vaa, K, , . . . undK,,, aber innerhalb voix liegt.

3



3) [430946 - 70%]

In einem Dreieck ABC wird der Innenwinkel ACB voerdSeitenhalbierenden CM und der
Hohe CD in drei gleich grol3e Teile geteilt.

Ermitteln Sie die Gro3en der Innenwinkel des Diese&BC.

4) [480944 - 69%)]

Es sei C ein Punkt der Strecks . Uber AB und CB
seien die Halbkreis@, bzw. h, zur selben Seite hir

errichtet. Der Kreisk, berthreh, von innen, h, von
auRen und weiterhin die Strecke .
Wenn die Radien voh, und k, beide 3 cm grof3

sind, wie grof3 ist dann der Radius viar? A

)
{vs

5) [490943 - 68%)]

Es sei ABCD ein konvexes Viereck. Die Mittelpunkier SeitenBC und DA bezeichnen wir
mit M bzw. N.

Beweisen Sie:

a) Wenn ABCD ein Parallelogramm ist, dann sind DBN und NC || AM.
b) Wenn DM ||BN und NC || AM sind, dann ist ABC &larallelogramm

6) [490945 - 58%]

Gegeben sei ein spitzwinkliges Dreieck ABC mit |BQ{CA|. Die Mittelsenkrechte der Stre-
cke AB schneide die Gerade BC in P und die Gerade CA iD&D FuRRpunkt des von P auf
die Gerade CA geféllten Lotes wird mit R, der Fufdgudes von Q auf die Gerade BC gefall-
ten Lotes wird mit S bezeichnet.

Beweisen Sie, dass die Punkte R, S und der MithédpM der StreckeAB auf einer Geraden
liegen.

7) [480942 - 57%)]

Es sei ABCD ein beliebiges, nicht notwendig regdiigas Tetraeder mit Volumen 1. Es be-
zeichnens, ,S ,S und S, in dieser Reihenfolge die Schwerpunkte seineredkégen Seiten-
flachen BCD, ACD, ABD bzw. ABC.

Welche Werte kann das Volumen des Tetrae8egsS § annehmen?

8) [500945 - 55%)]

Sei ABC ein rechtwinkliges Dreieck mit dem rechwimkel bei C. Der Ful3punkt der H6he
on C auf AB sei D. Weiter seien X und Y die Inkmeielpunkte der Dreiecke ADC und CD.
Berechnen Sie die GroRR3en der Innenwinkel des Dkei€@XY unter Verwendung der Win-
kelgréRen des Dreiecks ABC.

Dieser Teil 1 enthalt leichte Aufgaben aus der #ifesder Mathematik-Olympiade in der
Olympiadeklasse 9. Er kann nach der 3. Stufe derfit(Xlasse 8 an Schiiler ausgegeben
werden, die sich auf die 3. Stufe der MO in Kla8s@rbereiten wollen. Neben der Nummer
der Aufgabe ist der erreichte Punktdurchschnitegeten.

Der Teil 2 dieser Aufgabensammlung enthélt mittelgere Aufgaben aus der 4. Stufe der
MO und kann zu Beginn des Schuljahrs oder nacl2 d8tufe der MO in Klasse 9 an interes-
sierte Schule ausgegeben werden.

Der Teil 3 enthalt schwere Aufgaben und kann naet3d Stufe der MO ausgegeben werden.
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