Helmut Konig

Zum Vermitteln heuristischer Vorgehensweisen in mathematischen
Arbeitsgemeinschaften fiir die Klassenstufen 3 und 4

Vorbemerkungen

Das ,,Bezirkskomitee Chemnitz zur Férderung mathematisch-naturwissenschaftlich begabter
und interessierter Schiler” (BKC) wurde 1991 gegriindet. Wir haben uns neben dem Aufbau
der Begabtenforderung an Gymnasien zunéchst mit der Uberarbeitung des von 1972 an ent-
wickelten Materials zur auBerunterrichtlichen Forderung von Schilern aus den Klassenstufen
5 bis 10 befasst, die 1997 abgeschlossen war. Das Ziel dieser Forderung besteht vor allem im
Entwickeln der Fahigkeit zum problemlésenden Denken durch Vermitteln heuristischer Vor-
gehensweisen.

Da u.E. das Finden und effektive Fordern mathematisch begabter Kinder in der Grundschule
beginnen muss, haben wir anschlielend analoges Material fur die Klassenstufen 3 und 4 ent-
wickelt, wobei uns in der aulRerunterrichtlichen Forderung erfahrene Grundschullehrerinnen
unterstutzt haben.

Dieses Material (vgl. etwa KONIG [1] und KONIG/PORNIG [1]) wird in unserer Homepage
www.bezirkskomitee.de zum Kauf angeboten.

1. Einige Bemerkungen zur Heuristik

Hinsichtlich der Heuristik teilen wir voll die Ansichten von GEORG POLYA, die dieser erstmals
in dem 1948 erschienenen Werk POLYA [1] geduRert und dann in POLYA [2] weiter entwickelt
hat. Fur didaktisch besonders wertvoll halten wir seinen Entschluss, auf das Definieren von
heuristischen Vorgehensweisen zu verzichten und diese stattdessen durch Fragen und Impulse
zu charakterisieren.

Fur heuristische Vorgehensweisen ist charakteristisch, dass sie vom konkreten Inhalt der zu
I6senden problemhaften Aufgabe unabhangig sind und dass sie den Aufgabenléser zum Auf-
bau von Suchrdumen flr effektive Losungsvarianten bei beliebigen Aufgaben befahigen sol-
len. Sie kdnnen einen Ldsungserfolg nicht garantieren, sondern sie erhdhen lediglich die
Wabhrscheinlichkeit, eine Losung zu finden.

Es gibt auch kritische Stimmen, die beftirchten, dass durch das Vermitteln heuristischer Vor-
gehensweisen die Entwicklung der Kreativitdt der Schuler beeintrachtigt werden kann. Wir
sind Uberzeugt, dass dies bei entsprechendem didaktischem Vorgehen nicht eintritt. Natrlich
sind vor allem hochbegabte Schiiler in der Lage, beim selbstdndigen Ldsen problemhafter
Aufgaben heuristische Vorgehensweisen selbst zu entdecken, und man sollte ihnen hierfir
auch ausgiebig Gelegenheit geben. Es wére jedoch sehr uneffektiv, sich hierauf zu beschran-
ken. Unterschiede in Hinsicht auf Leistungsfahigkeit und Begabung der Schiler mussen durch
unterschiedliche Vermittlung heuristischer VVorgehensweisen berlcksichtigt werden. Zweifel-
los lassen sich fehlende Intuition oder mangelnde geistige Beweglichkeit durch den Einsatz
heuristischer Vorgehensweisen teilweise kompensieren.



In KONIG [1] wird versucht, die Ideen von PoLYA fir die aullerunterrichtliche Forderung von
Schilern aus den Klassenstufen 5 bis 10 anzuwenden. Dabei gehen wir von folgenden
Grundannahmen aus:

(1) Es gibt allgemeine heuristische VVorgehensweisen, deren Anwendung die Wahrscheinlich-
keit, bei einer beliebigen problemhaften mathematischen Aufgabe zu einer Losung zu gelan-
gen, stark erhoht.

(2) Solche Vorgehensweisen lassen sich in Form von Fragen oder Impulsen festhalten und auf
diese Weise auch weitervermitteln. Dabei handelt es sich nicht um Impulsfolgen, sondern
vielmehr um ,,Impulsblécke*, bei denen die Auswahl und die Reihenfolge der Impulse nicht
fest vorgeschrieben sind.

(3) Es ist moglich, diese Impulse so zu formulieren, dass die Gemeinsamkeiten des VVorgehens
beim Suchen nach der Lésung von inhaltlich sehr unterschiedlichen Aufgaben fir den Aufga-
benldser deutlich sichtbar werden.

(4) Es ist moglich, aus solchen Impulsbldcken ,,Regelsysteme® zusammenzustellen, die eine
Orientierung fur das Vorgehen beim Losen von Aufgaben einer klar abgegrenzten Aufgaben-
klasse geben. Daruber hinaus ist es moglich, Hierarchien solcher Regelsysteme zu schaffen,
so dass ein ,,allgemeines Regelsystem* mehrere ,,spezielle Regelsysteme** umfasst.

(5) Eine besonders effektive Mdglichkeit, das Losen problemhafter Aufgaben zu lehren, be-
steht im bewussten Vermitteln solcher heuristischer VVorgehensweisen als Verfahrenskenntnis-
se. Dabei ist dies nicht durch theoretische Belehrungen, sondern stets nur im Prozess der Ta-
tigkeit, d.h. beim Aufgabenldsen zu erreichen.

Wir sind Uberzeugt, dass man bereits in der Grundschule den Schiilern heuristische Vorge-
hensweisen vermitteln kann.

Zundchst haben wir sehr zahlreiche problemhafte Aufgaben fiir mathematische Arbeitsge-
meinschaften in den Klassenstufen 3 und 4 in Hinblick auf ihre ,,heuristischen Potenzen**
analysiert um festzustellen, welche heuristischen Vorgehensweisen man mit ihrer Hilfe be-
reits an der Grundschule vermitteln kann.

Dann wurde fir jede dieser Vorgehensweisen eine (dem Schwierigkeitsgrad nach geordnete)
Folge von Aufgaben ausgewéhlt. Dabei gab es natlrlich viele Aufgaben, die mehreren heuris-
tischen VVorgehensweisen zugeordnet werden konnten.

Aus diesen insgesamt 112 Aufgaben haben wir schlielich als Beilage zu KONIG/PORNIG [1]
,,»16 Aufgabenblatter fur die Hand des Lehrers zusammengestellt. In diesem Heftchen wer-
den auch 11 Vorgehensweisen mit der zugehérigen Aufgabenfolge festgehalten, wobei wir
zwischen heuristischen Hilfsmitteln (1. bis 3.), heuristischen Strategien (4. bis 7.) und heuris-
tischen Prinzipien (8. bis 11.) unterscheiden. Es handelt sich um folgende VVorgehensweisen:

. Einfiihren von zweckmaRigen Bezeichnungen; Verwenden von Variablen (17 Aufgaben)

. Verwenden von Tabellen (17 Aufgaben)

. Verwenden von Skizzen und Mengendiagrammen (6 Aufgaben)

. Systematisches Probieren; systematisches Ermitteln aller méglichen Félle; Einsatz von
Ordnungsprinzipien (z.B. lexikografisches Ordnen) (30 Aufgaben)

. Vorwartsarbeiten; Folgern aus gegebenen Bedingungen (39 Aufgaben)

. Rickwartsarbeiten (1 Aufgabe)

. »,Vvon ruckwarts her rechnen* (3 Aufgaben)

. Das Entdecken (Vermuten) von GesetzmaRigkeiten (12 Aufgaben)

. Zurlckfuhren auf Hilfsaufgaben (5 Aufgaben)

10. Umformulieren von Aufgaben (Problemtransformation) (3 Aufgaben)

11. Ausniitzen von Analogien (4 Aufgaben)
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2. Zum Vermitteln heuristischer Vorgehensweisen

Es wurde bereits hervorgehoben, dass beim Vermitteln heuristischer VVorgehensweisen auf
keinen Fall die Entwicklung der Kreativitat der Schiller behindert werden darf. Dies lasst sich
durch ein angemessenes didaktisches VVorgehen stets erreichen.

Es war mir moglich, von 1962 bis 1996 im Mathematikzentrum der Stadt Chemnitz regelma-
Rig als Zirkelleiter von tberschulischen Arbeitsgemeinschaften in den Klassenstufen 5 bis 10
tatig zu sein. Von 1972 an habe ich zusatzlich im Rahmen der wahlobligatorischen Ausbil-
dung an der jetzigen TU Chemnitz Mathematiklehrerstudenten beim Halten solcher Zirkel
betreut. Daher weil3 ich aus Erfahrung, dass ab Klassenstufe 5 folgende unter 1. bis 9. ange-
gebenen didaktischen Regeln anwendbar sind, ich weil3 aber auch, dass man in Arbeitsge-
meinschaften der Klasse 5 Zeit und Geduld braucht, um die Schiiler an dieses VVorgehen zu
gewohnen Ob dies - u.U. in modifizierter Form - auch in den Klassenstufen 3 und 4 méglich
ist, muss noch erprobt werden. Der Vorschlag, Arbeitsblatter zu verwenden, gilt nur fur die
Grundschule. Die Regeln lauten:

1. Kein Schuler darf unterfordert werden. Fir die leistungsstarken Schiler missen stets Zu-
satzaufgaben bereit gehalten werden.

2. Es ist abzusichern, dass jeder Schuler die zu l6sende problemhafte Aufgabe voll verstanden
hat. Dies erfordert ,,Stichproben™ bei den leistungsschwacheren Schulern.

3. Man beginne niemals mit einem Unterrichtsgesprach sondern stets mit selbstéandiger Still-
arbeit. Wer eine Losung gefunden zu haben glaubt, hat sich zu melden und bekommt eine
Zusatzaufgabe.

4. Wenn das Resultat der zu l6senden Aufgabe nicht auch den Losungsweg verrat, dann darf
der Schiiler sein Resultat als ,,Angebot" nennen; es wird vom Lehrer kommentarlos an der
Tafel festgehalten. Der néchste Schiler kann sich diesem Angebot anschlielen oder ein
,»Gegenangebot" machen, das ebenfalls an der Tafel festgehalten wird. Welches der unter-
schiedlichen Angebote die richtige Losung der Aufgabe ist, wird nicht vom Lehrer sondern
von den Schiilern entschieden.

5. Wenn eine Aufgabe von den meisten Schiilern selbstandig geldst werden konnte, dann ist
sie fr das Vermitteln einer heuristischen Vorgehensweise ungeeignet. In einem solchen
Fall werden nur Fragen der Losungsdarstellung besprochen, und man wird anschlie3end
eine schwierigere Aufgabe desselben Typs stellen.

6. Nach angemessener Zeit beginnt die Phase der gemeinsamen Auswertung in Form einer
vom Lehrer geleiteten Diskussion. Wer einen Losungsweg kennt, darf ihn nicht verraten.
Er darf lediglich Fragen stellen, Impulse geben oder auf Fragen des Lehrers antworten.

7. Der Lehrer soll eine ,,Impulstechnik” anwenden, die absichert, dass die Schuler in ihrer
Denktatigkeit nicht gegéngelt werden und dass moglichst alle Schiiler an der Losungsfin-
dung beteiligt sind. Man beginne stets mit einem vom konkreten Inhalt der Aufgabe unab-
héngigen ,,Hauptimpuls”, der im Bedarfsfall durch ,,Unterimpulse” ergénzt wird. Die
Hauptimpulse sollen von den Schiilern tlbernommen und verinnerlicht werden. Sie dienen
dem Steuern der geistigen Handlungen beim Suchen nach einem Ldsungsweg.

8. Beim Suchen nach einem Ldsungsweg soll der Schiiler stets ,,Schmierpapier* verwenden.
Was in der ,,Reinschrift” festgehalten wird, entscheidet der Lehrer. Hierflr sind Arbeits-
blatter geeignet, die auch die Aufgabenstellungen enthalten.

9. Die verwendeten Arbeitsblatter sollten in der Regel nicht zu Beginn des Zirkels sondern
erst in den Phasen der Auswertung ausgegeben werden.

AuRer der bereits erwahnten Beilage ,,16 Aufgabenblatter* zur Anleitung fir AG-Leiter Ko-
NIG/PORNIG [1] wurde noch eine zweite Beilage ,,Das Vermitteln heuristischer Vorgehens-
weisen* erarbeitet, in der anhand von 20 Aufgaben aus ,,16 Aufgabenblatter* das geschilder-



te Vorgehen, vor allem die ,,Impulstechnik®, erldutert wird. Einige dieser Beispiele fir das
Vermitteln heuristischer Vorgehensweisen sollen nun vorgestellt werden. Dabei weist z.B.
LAufgabe 1) [1.4]* darauf hin, dass es sich um die 4. Aufgabe des 1. Aufgabenblatts handelt.

Erfahrungsgemal’ bevorzugen viele Grundschuler beim Losen problemhafter Aufgaben das
(meist unsystematische) Probieren vor dem Folgern. Daher ist es wichtig, dass sie zum sys-
tematischen Probieren befahigt werden. Hierbei konnen folgende Impulse niitzlich sein:

- Ermittle systematisch alle moglichen Falle!
- Nach welchem Ordnungsprinzip (der Grolie nach, lexikographisch u.d.) willst du vorge-
hen, um mit Sicherheit alle moglichen Falle zu erfassen?
° Bei schwierigen Aufgaben kann es wichtig sein, zwei verschiedene Ordnungsprinzipien
in guinstig gewahlter Reihenfolge zu verwenden.

Nattrlich wird man den Schulern nicht verraten, welches VVorgehen (systematisches Probieren
oder Folgern) am giinstigsten zum Ziel fuhrt, sondern dies erst in der Phase der Auswertung
feststellen lassen.

Bei den Aufgaben 1), 2) und 3) erweisen sich auch Tabellen als ein nitzliches Hilfsmittel.

Aufgabe 1) [1.4] [siehe auch Arbeitsblatt 1, Aufgabe 4)]

Schreibe alle Mdglichkeiten auf, wie du einen 10 € - Schein wechseln kannst.

Es stehen dazu ausreichend viele 5 € - Scheine, 2 €- und 1 € -Stiicke zur Verfugung.
Du brauchst nicht immer alle Sorten von MUinzen/Scheinen zu verwenden.

Trage die gefundenen Moglichkeiten in eine Tabelle ein.

Die Spalteneingange sollte man vorgeben, nicht aber die Anzahl der bendtigten Zeilen. Nur
wenn einige Schiler (durch unsystematisches Probieren) nicht alle 10 Losungen gefunden
haben, sollte man ihnen durch heuristische Impulse helfen.
- Welches Ordnungsprinzip willst du verwenden?

[Der Grolie nach, von ,,grol3* zu ,,klein®]

LOsung: 5€ 2€ 1€ 5€ 2€ 1€
2 0 0 0 4 2
1 2 1 0 3 4
1 1 3 0 2 6
1 0 5 0 1 8
0 S 0 0 0 10

Aufgabe 2) [3.4] [siehe auch Arbeitsblatt 3, Aufgabe 3)]

Karsten behauptet, dass man einen Preis von 10 Cent mit 8 verschiedenen Zusammenstellun-
gen von Miinzen bezahlen kann. Uta behauptet, es ginge nur auf 6 Arten, wahrend Peter sogar
11 Mdglichkeiten kennen will.

Wer hat hier Recht?

Nur wenn viele Schuler nicht von sich aus eine Tabelle benutzen, sollte man helfen:
- Welches Hilfsmittel konnte hier nutzlich sein?
In der Phase der Auswertung sollte man feststellen, welche Schiiler bemerkt haben, dass die
Aufgabe 1) mit Ausnahme der Einkleidung fast identisch mit der Aufgabe 2) ist. Wahlt man
,cent” anstelle von ,,€“, dann erhélt man die oben angegebenen 10 Lésungen und muss nur
noch beachten, dass die 10 Cent - Munze selbst auch eine Losung ist und es daher 11 Losun-
gen gibt. Dies sollte in der Phase der Auswertung hervorgehoben werden:
- Kennst du eine analoge (,,4hnliche**) Aufgabe, die du bereits geldst hast?

Wenn ja, dann gehe bei der Suche nach einem Lésungsweg analog vor!




Aufgabe 3) [12.4] [siehe auch Arbeitsblatt 12, Aufgabe 3)]

Ein Vater gibt seinem Sohn fur jede geloste Aufgabe 10 Cent in die Sparbiichse. Fir jede
falsch geldste Aufgabe muss der Sohn 5 Cent zuriickzahlen. Nach dem Ldsen von 20 Aufga-
ben bleiben dem Sohn 80 Cent.

Wie viele Aufgaben loste der Sohn richtig, wie viele fehlerhaft?

In der Phase der Auswertung wird man hervorheben, dass hier das systematische Probieren

zum Ziel fahrt, die Tabelle ein gunstiges Hilfsmittel ist und dass folgende Impulse hilfreich

sein konnen:

- Rate: Welche Anzahl kommt der gesuchten Anzahl der richtig geldsten Aufgaben moglichst
nahe? [z.B. die Halfte 10 der 20 Aufgaben].

- Uberpriife, ob diese Anzahl die gestellte Bedingung erfillt. [Nein, sie ist zu klein]

- Uberpriife der Reihe nach die nachst groReren oder kleineren Anzahlen, bis du die gesuch-
te Anzahl gefunden hast.

Nebenstehende Tabelle halt die Lésung fest. Anzahl | Anzahl erhaltenes Geld
Dabei ist die Angabe der letzten Zeile wichtig, um | richtig* | ,,falsch* (in Cent)
nachzuweisen, dass die gefundene Losung die ein- 10 10 [100-50=50<80
zige LGOsung ist. 11 9 110-45=65<80
12 8 120 - 40 =80
13 7 130-35=95>80

Die folgenden Aufgaben lassen sich durch Vorwartsarbeiten (Folgern) 16sen.

Bei den Aufgaben 4) und 5) l&sst sich zusatzlich das ,,Einfihren zweckmaRiger Bezeichnun-
gen* demonstrieren.

Bei den Aufgaben 6), 7) und 8) lassen sich Tabellen beim Lésen von Sachaufgaben bzw. Zu-
ordnungsaufgaben einsetzen.

Aufgabe 4) [3.5] [siehe auch Arbeitsblatt 3, Aufgabe 4)]

Vier Madchen sollen sich in einer Sportgruppe der Grol3e nach aufstellen. Es ist bekannt:
(@) Anne ist kleiner als Britta.

(b) Doris ist Kleiner als Christa.

(c) Brittaist Kleiner als Doris.

(d) Christa ist groRer als Anne.

In welcher Reihenfolge miissen sich die Schiiler aufstellen?

- Fuhre zweckmaliige Bezeichnungen ein!
[Die Namen werden durch A, B, C, D abgekdrzt.]
- Ubersetze die gegebenen Bedingungen (a) bis (d)_in die Symbolsprache!
°  Wie kdnnte man ,,A ist kleiner als B*“ abgekirzt festhalten? [ A< B ]
- Was lasst sich aus den Bedingungen (a) bis (d) unmittelbar folgern? Begriinde!
° Aus welchen Bedingungen lasst sich welche Feststellung unmittelbar folgern?
[Aus (a) und (c) folgt (1) A<B<D.]
- Was lasst sich nun aus (a) bis (d) und (1) folgern?
[Aus (b) und (1) folgt die gesuchte Reihenfolge A<B <D <C.]
- Antwortsatz!

Nun sollen die Schiiler erkennen, dass die Bedingung (d) fur die Losung nicht bendtigt wurde.
In diesem Fall muss man nachprufen, ob die ,,uberflissige* Bedingung den anderen Bedin-
gungen nicht widerspricht. Wiirde man die Bedingung (d) durch die Bedingung (d*) ,,Christa
ist kleiner als Anne* ersetzen, dann hétte unsere Aufgabe keine Losung.

Die Losung lasst sich in Form eines Losungsgraphen festhalten. In den Eingangsknoten ste-
hen die in der Symbolsprache festgehaltenen gegebenen Bedingungen, im Endknoten die ge-




suchte Reihenfolge, im restlichen Knoten eine abgeleitete Feststellung. Die Kanten halten
fest, aus welchen Bedingungen welche Feststellungen folgen.

(c) B<D
(d) C>A, also A<C; wird nicht bendétigt, folgt aus (a),(b),(c)

Aufgabe 5) [4.5] [siehe auch Arbeitsblatt 4, Aufgabe 4)]

Funf Kinder haben sich zu einer Radwanderung verabredet. Als Erste ist Jana am Treffpunkt.
Petra kommt, als Thomas und Sven schon da sind. Sven trifft vor Anke, aber spater als Tho-
mas ein. Petra war eher da als Anke.

In welcher Reihenfolge kamen sie zum Treffpunkt?

- Hast du eine dhnliche Aufgabe schon geldst? [Ja, die Aufgabe 3.5]
- Wenn ja, dann gehe bei der Lésung analog vor.

Die Namen werden mit J, P, T und S abgekrzt.

»P war eher da als A“ wird durch P < A abgekdrzt, ,,Als Erste war J da* durch J=1.

Es ist glnstig, die gegebenen Bedingungen mit (a), (b), (c) und (d) zu bezeichnen und sofort
in die Form ,,X kam vor Y* zu bringen.

Dann lasst sich die Losung durch folgenden Losungsgraphen festhalten:

(a) J=1.
(b) T,S<P

(c) T<S<A
(d) P<A

T<S<P+—=J<T<S<P<A

Aufgabe 6) [5.3] [siehe auch Arbeitsblatt 5, Aufgabe 4)]

Eine Firma hat einen Lieferwagen und einen Kleinbus. Der Lieferwagen verbraucht fiir je-
weils 100 km 9 Liter, der Kleinbus 8 Liter Kraftstoff. Der Lieferwagen fuhr im letzten Monat
700 km. Im gleichen Zeitraum verbrauchte der Kleinbus 3 Liter Kraftstoff weniger.

Wie viele Kilometer fuhr der Kleinbus?

Nur wenn die meisten Schuler diese Aufgabe nicht selbstéandig I6sen kénnen, eignet sie sich
dazu, in der Phase der Auswertung folgende Impulse zum Anfertigen einer Tabelle zu vermit-
teln:

- Wahle die Zeilen und die Spalten einer Tabelle stets so, dass Felder entstehen, in die man
das Gegebene, das Gesuchte sowie bendtigte HilfsgroRen eintragen kann!

- Als Spalteneingdnge kann man oft Anzahlen oder GrolRen wahlen, die in der Aufgabe vor-
kommen. Als Zeileneingénge eignen sich oft die in der Aufgabe beschriebenen ,,Situatio-
nen‘,

- Manchmal muss man nachtraglich weitere Zeilen oder Spalten einfiihren, um benétigte
HilfsgroRen oder Ergebnisse von Nebenrechnungen einzutragen.

In die auf diese Weise erhaltene linke Tabelle sind die gegebenen Grolien eingetragen und die
gesuchte Grolie gekennzeichnet.

Nun werden die leeren Felder durch Folgern aus den gegebenen GroRen gefullt. Die Reihen-
folge, in der das geschieht, haben wir durch die hochgestellten Zahlen festgehalten. Fir die
bendtigten Nebenrechnungen wurden zwei weitere Felder eingerichtet.




Weg Verbrauch Weg Verbrauch
Lieferwagen | 100km | 9Liter | Lieferwagen | 100km |9 Liter ]
in 1 Monat 700 km in 1 Monat 700 km | (7:9=) 63 Liter ®
Kleinbus | 100km | 3 8Liter | Kleinbus | 100km 8 Liter ]
in 1 Monat 31. wenigerals L. | in 1 Monat (63 - 3=) 60 Liter @

(100:2=) 50 km ® | (8:2 =) 4 Liter ©
(15-50=) 750 km | (15-4 =) 60 Liter
Tabellen, die auch der Lésungsfindung dienen, sollte man niemals vorgeben, sondern nach
dem Vermitteln dieser Impulse von den Schiilern stets selbst aufstellen lassen.

Aufgabe 7) [8.3] [siehe auch Arbeitsblatt 8, Aufgabe 3)]

Katrin fahrt mit ihren Eltern zur Oma. Zuerst legen sie mit dem Bus in einer halben Stunde 20
km zurlck. Nach 42 Minuten Aufenthalt geht es mit dem Zug weiter. Der Schaffner erz&hlt
Katrin, dass der Zug in einer Stunde 60 km zurlcklegt. Am Zielbahnhof sagt Katrin:

»Seit der Abfahrt unseres Busses sind genau 192 Minuten vergangen." Mutti fragt nun:

a) Wie viele Stunden dauerte die Zugfahrt?

b) Wie viele Kilometer sind wir mit Bus und Zug insgesamt gefahren?

- Welches Hilfsmittel durfte hier nitzlich sein? [Tabelle]

In der linken Tabelle ist das Gegebene eingetragen und das Gesuchte gekennzeichnet. Dabei
ist es glnstig, die Zeiten in Minuten umzurechnen und in der letzten Zeile die gegebene Be-
dingung festzuhalten, dass der Zug in einer Stunde 60 km zuriicklegt.

In der rechten Tabelle werden der Lésungsweg und die Resultate festgehalten.

Die Aufgabe wird schwieriger, wenn man Teil a) weglasst, weil dann der Schiiler noch he-
rausfinden muss, dass der mit dem Zug zurtickgelegte Weg und die dafur bendtigte Zeit als
HilfsgroRen bendtigt werden.

Weg Zeit Weg Zeit
mitBus | 20km| 30min] mitBus | 20km) . .....30min
Aufenthalt { Okm| _42minf Aufenthalt | Okm| . A2min]
mit Zug [ ]| mitzug  |@ 120 km| ¥ (192-42-30=)
insgesamt | [ || 192min| insgesamt 140km 192 min
Zug 60 km 60 min| Zug 60 km 60 min

Aufgabe 8) [5.5] [siehe auch Arbeitsblatt 5, Aufgabe 5)]

Im Herbst trafen sich drei Jungen mit den Vornamen Klaus, Dieter und Rainer und mit den
Familiennamen Muller, Schulze und Lehmann. Es ist bekannt:

(@) Der Junge mit dem Namen Miller heif3t nicht Klaus.

(b)  Schulze ist ein Jahr junger als Rainer.

(c) Dieter spielt gern mit Muller Schach.

(d) Klaus freundete sich zuerst mit dem gleichaltrigen Lehmann an.

Wie heiRen diese Jungen mit VVor- und Familiennamen?

Wenn die Mehrzahl der Schuler diese Aufgabe nicht selbstéandig 16sen konnte, dann wird man
in der Phase der Auswertung folgende Impulse geben:

- Wenn in einer Aufgabe Zuordnungen ermittelt werden sollen, dann ist meist eine Tabelle
ein gunstiges Hilfsmittel.



- Als Zeilen- und Spalteneingénge werden die (glnstig bezeichneten) einander zuzuordnen-
den Elemente gewahlt.

- Wenn eine Zuordnung zutrifft oder nicht zutrifft, dann wird dies in dem betreffenden Feld
durch ein ,,+* bzw. ,,-“ gekennzeichnet und angegeben, aus welcher gegebenen Bedin-
gung oder abgeleiteten Feststellung dies folgt.

Um zwischen Vor- und Familiennamen unterscheiden zu kdnnen, werden die VVornamen mit

k, d, r und die Familiennamen mit M, S, L abgekdrzt.

Da eine eindeutige Zuordnung gesucht wird, gilt: Wenn in einer Zeile oder einer Spalte mit

Ausnahme eines Feldes in allen anderen Feldern ein ,,-*“ steht, dann muss in dem restlichen

Feld ein ,,+“ und in der zugehoérigen Spalte bzw. Zeile ein ,,-*“ stehen.

Wenn man aus den gegebenen Bedingungen (a) bis (d) Folge- M S L

rungen zieht, kommt man bei dieser leichten Aufgabe (fast mit kK |-@)|+(@Q)]-(d)
Sicherheit) zu der nebenstehend angegebenen Tabelle, der die d | -(c) + (3)
gesuchte Zuordnung entnommen werden kann. ri+@|-®) |-

Die Jungen heilen Klaus Schulze, Dieter Lehmann und Rainer Mdiller.

Die folgende Aufgabe hat einen hoheren Schwierigkeitsgrad und lasst sich sowohl durch sys-
tematisches Probieren als auch durch Folgern l6sen. Ferner I&sst sich hier das ,,Ubersetzen
von der Wortsprache in die Sprache der Gleichungen demonstrieren.

Aufgabe 9) [8.7] [siehe auch Arbeitsblatt 10, Zusatzaufgabe]

Ein Bauer kauft 3 Kiihe und 4 Ziegen und bezahlt dafiir 108 Taler. Ein anderer Bauer kauft 7
Kihe und 6 Ziegen und bezahlt 212 Taler.

Wie viele Taler kostete eine Kuh, und wie viele Taler kostete eine Ziege?

Wenn bei dieser ziemlich schwierigen Aufgabe viele Schiler nicht in der Lage sind, selbstén-
dig eine Losung zu finden, dann sollte man in der Phase der 1. Auswertung folgende Hilfen
geben:

- Gunstige Bezeichnungen wahlen! [k : Preis einer Kuh; z : Preis einer Ziege]

- Ubersetze die Aufgabe aus der Wortsprache in die Sprache der Gleichungen!

Wortsprache Sprache der Gleichungen
3 Kiihe und 4 Ziegen kosten 108 Taler. (1) 3k +4z = 108,
7 Kiihe und 6 Ziegen kosten 212 Taler. (2) 7k+6z = 212.
a) Wie viele Taler kosten 1 Kuh und 1 Ziege|a) k +z="?
zusammen?
b) Wie viele Taler kostet 1 Kuh und wie viele | b) Ermittle alle Zahlenpaare (k; z), flr die
Taler kostet 1 Ziege? beide Gleichungen gelten!

Dann sollen die Schuler in einer 2. Phase der selbstandigen Arbeit alle Zahlenpaare ermitteln,
welche die Gleichungen (1) und (2) erfullen.

In der 2. Phase der Auswertung wird man tberpriifen, wie viele Schiiler durch systematisches
Probieren und wie viele Schiler durch Folgern ans Ziel gelangen wollten und wie viele Schi-
ler das Ziel erreicht haben.

Im erstgenannten Fall kdnnen folgende Impulse helfen:

- Mit welcher (besonders einfachen) Zahl k wollen wir das Probieren beginnen?
[z.B.mit k=10]

- Was lasst sich hieraus unmittelbar berechnen? Wie wahlen wir die Spalteneingdnge der
Tabelle?
[3k=30; 4z=108-30=78; z=19,5 kann keine Losung liefern, daher lohnt es nicht,
7k, 6-z und (7-k + 6:z) noch zu berechnen.]




- Mit welcher Zahl k wollen wir das systematische Probieren fortsetzen?

[Man konnte mit k = 11, 12, 13, 14, .... so lange fortsetzen, bis man die Lésung gefunden
hat. Da man leicht erkennt, dass fur ungerade k auch 4-z ungerade und daher nicht durch 4
teilbar ist, wird man sich auf das Untersuchen der geraden k beschranken. Desgleichen
kann man erkennen, dass auch fir k =10, 14, 18, 22, ... 4-z nicht durch 4 teilbar ist.]

Auf diese Weise kann man zu folgender Tabelle gelangen und feststellen lassen, dass es auler

der einen gefundenen Lésung keine weiteren geben kann, weil fir k > 24 erst recht

7k +6:z > 212 qilt.
k |3k |4z | z |7k |62 7k+6z =212?
10 | 30 | 78 |k.L.| - | ---
12 | 36 | 72 | 18 | 84 | 108 192 <212
14 | 42 | 66 |k.L.| --- | ---
16 | 48 | 60 | 15 | 112 | 90 202 <212
18 | 54 | 54 |k.L.| --- | ---
20 | 60 | 48 | 12 | 140 | 72 212 =212
24 | 72 | 36 | 9 |168| 54 222 > 212

Nur sehr leistungsstarke Schiiler sollte man mit einem Ldsungsweg durch Folgern vertraut

machen, zu dem folgende Impulse fiihren kdnnen:
- Was lasst sich aus den gegebenen Bedingungen unmittelbar folgern? Begriinde!
° Was kosten 10 Kiihe und 10 Ziegen zusammen?
[(108 + 212 =) 320 Taler, weil 3+ 7 =4 + 6 = 10]
- Was lasst sich nun unmittelbar folgern? Begriinde!
° Was kosten 1 Kuh und 1 Ziege zusammen? [(320:10 =) 32 Taler]
° Was kosten 3 Kiihe und 3 Ziegen zusammen? [(3:32 =) 96 Taler]
° Was kostet 1 Ziege?
Beachte, dass 3 Kilhe und 4 Ziegen zusammen 108 Taler kosten.
[(108 - 96 =) 12 Taler]
° Was kostet 1 Kuh?
Beachte, dass 1 Kuh und 1 Ziege 32 Taler kosten.
[(32 - 12 =) 20 Taler]

Es ist sinnvoll, in Arbeitsgemeinschaften Gleichungen mit Variablen zu verwenden, um ge-
gebene Bedingungen festhalten zu kénnen. Das Losen solcher Gleichungen kann natirlich
nicht durch Umformen, sondern nur durch systematisches Probieren oder durch inhaltliche

Uberlegungen erfolgen.

Der angegebene Ldsungsweg durch inhaltliches Folgern wird jedoch einsichtig, wenn man

ihn anhand der Gleichungen wie folgt erldutert:

(1) 3k+4z=108
}_, 10-k + 10z = 320
2) Tk+62=212

es(d) k+ z= 32

}22108-96:12
(1) 3k+42=108 }» ‘= 20

@) k+z=32
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3. Begabtenforderung an Grundschulen im Regierungsbezirk Chemnitz

In KONIG [4] wird Uber Begabtenforderung im aulRerunterrichtlichen Bereich an Grundschulen

im Regierungsbezirk Chemnitz berichtet. Als wichtigste Aktivitaten werden dort genannt:

- Entwickeln von Aufgabensammlungen und Anleitungen fiir AG-Leiter fur die Klassen 3
und 4.

- Berufung von 12 Kreisbeauftragten fir Begabtenférderung an Grundschulen durch die
Séachsische Bildungsagentur, Regionalstelle Chemnitz und Regionalstelle Zwickau.

- Regelméaliiges Durchfuhren von Schularbeitsgemeinschaften (fir 2000 bis 2400 Schiiler)
und Forderunterricht fir leistungsstarke Schiler.

- Uberschulische Arbeitsgemeinschaften in Annaberg, Chemnitz, Freiberg, Plauen und Rei-
chenbach fiir 180 bis 200 Schiiler.

- Seit 1997 finden im gesamten Regierungsbezirk Chemnitz Mathematikolympiaden (MO)
fur die Klassen 2 bis 4, spéter fur die Klassen 1 bis 4 statt.
1. Stufe: Klausurwettbewerb fir Klasse 1 bis 4 an den Schulen (13600 Teilnehmer),
2. Stufe: Klausurwettbewerb fur Klasse 3 und 4 auf Kreisebene (900 Teilnehmer),
3. Stufe: Klausurwettbewerb fur Klasse 4 auf Bezirksebene (40 bis 50 Teilnehmer).

- Durchfiihren von 6 regionalen Wettbewerben flr 220 bis 250 Schiiler der Klassen 3 und 4.

- Seit 2005 gibt es den LOGO-Korrespondenzzirkel fir die Klasse 4 (ca. 100 Teilnehmer).

- Spitzenforderung durch individuelle Betreuung (fur 50 bis 60 Schiler der Klasse 3/4 im
Bezirk).

Wir haben auch die Moéglichkeit genutzt, dieses Thema in die vom Verein ,,Begabtenforde-
rung Mathematik e.V.** organisierten, seit 1999 jahrlich stattfindenden Tagungen einzubrin-
gen. Seit der 3. Tagung 2001 in Leipzig haben wir diesbezlgliche Kurzvortrage und einen
Workshop angeboten, in dem diskutiert wurde, wie man aus den fir Lehrer bestimmten 16
Aufgabenblattern zugehorige Arbeitsblatter flr die Hand des Schiilers gestalten kann.

Von besonderer Bedeutung war fur uns die 8. Tagung im Marz 2006 in Erfurt. Es war gelun-
gen, bereits zu Beginn des Schuljahrs 2005/06 in der auBerunterrichtlichen Forderung erfah-
rene Grundschullehrerinnen aus dem Freistaat Thuringen dafur zu gewinnen, 8 Entwdirfe fir
Arbeitsblatter in Schularbeitsgemeinschaften fur Klasse 3 zu erproben. Sieben dieser Lehre-
rinnen haben dann im Rahmen der Tagung an einem sehr erfolgreichen Erfahrungsaustausch
teilgenommen, der bereits zu ersten Verbesserungen dieser Arbeitsblatter fuhrte.

Im Schuljahr 2006/07 fand eine wenig erfolgreiche Erprobung dieser Arbeitsblatter im Regie-
rungsbezirk Chemnitz statt.

Im Schuljahr 2009/10 hatte ich die Md&glichkeit, an einer Erprobung der Arbeitsblétter durch
Frau Thurner in Klasse 3 der BIP Kreativitatsgrundschule in Chemnitz teilzunehmen. An die-
ser zweizlgigen Schule in freier Tragerschaft werden die Schiler in den Hauptfachern
Deutsch und Mathematik ab einer Klassenstérke von 16 Schilern in je 5 Unterrichtsstunden
in leistungsdifferenzierten Gruppen unterrichtet. Dabei werden in jeder Woche in einer Unter-
richtsstunde fur die Klassenstufe 3 die Schiler so in zwei Gruppen aufgeteilt, dass die erste
Gruppe Unterricht nach Lehrplan erhélt mit dem Schwerpunkt auf Uben und Wiederholen,
und fir die zweite Gruppe mit leistungsstarken und mathematisch interessierten Schilern ein
Zirkel mit Themen aus der auRerunterrichtlichen Mathematik durchgefihrt wird. Mit dieser
Gruppe wurden auch Vorschlage fir die Arbeitsblatter 9 bis 16 erprobt. Ferner wurden zu
allen Arbeitsblattern zusatzlich fiir den AG-Leiter bestimmte Ldsungsblatter entwickelt, die
garantieren, dass in den Arbeitsblattern hinreichend Platz fur Eintrdge durch die Schler vor-
gesehen wurde.

Nach Uberarbeitung des Materials habe ich im Schuljahr 2010/11 nochmals an einer ab-
schlieBenden Erprobung in Klasse 3 teilgenommen.
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4. Zum Einsatz von Arbeitsblattern in Arbeitsgemeinschaften

Wie bereits erwéhnt, gibt es zu ,,Arbeitsgemeinschaften Klasse 3 - eine Anleitung fur AG-
Leiter* als Beilage ,,16 Aufgabenblatter* mit 112 Aufgaben, die nur fir die Hand des Lehrers
bestimmt sind.

Die jeweils 7 Aufgaben eines jeden Aufgabenblatts sind nach dem Schwierigkeitsgrad geord-
net. Die Anzahl der Aufgaben und der Unterschied im Schwierigkeitsgrad wurden so grof
gewahlt, dass folgende Anwendungsbereiche moglich sind:

- Forderung von leistungsstarken Schiilern durch innere Differenzierung im Unterricht

- Forderunterricht fur leistungsstarke Schiiler im Rahmen der vorgegebenen Stundentafel

- Schularbeitsgemeinschaften als auBerunterrichtliches Angebot

- Uberschulische Arbeitsgemeinschaften fiir Schiiler aus mehreren Grundschulen

- Individuelle Forderung hochbegabter Schiler

In Abhdngigkeit vom Anwendungsbereich muss der Lehrer zundchst geeignete Aufgaben
aussuchen. Fur Arbeitsgemeinschaften sind im Allgemeinen die Aufgaben 2) bis 6) der Auf-
gabenblatter geeignet.

Weitere geeignete Aufgaben findet man in ,,Aufgabensammlung fir Arbeitsgemeinschaften -
Klasse 3. Sie enthélt 115 Aufgaben, die in drei Blocke (,,leicht”, , mittel”, ,,schwer®) unter-
teilt sind. In jedem Block sind die Aufgaben nach Stoffgebieten geordnet: Arithmetik, Gro-
Ren, Sachaufgaben, Geometrie; Sonstiges (Kombinatorik, Knobelaufgaben). Hier findet man
auch geeignete Zusatzaufgaben fir die leistungsstarksten Schuler (vgl. die didaktischen Re-
geln 1. und 3. auf Seite 3).

Erfahrungsgemal sind die Schiler zu Beginn der Klasse 5 vor allem am Knobeln interessiert.
Wenn sie das Resultat gefunden haben, ist die Aufgabe fur sie uninteressant geworden. Dass
der LOosungsweg begrundet und schriftlich festgehalten werden muss, ist fiir sie von vornher-
ein keineswegs klar, dies muss man ihnen erst beibringen! Der Unterricht allein kann dies
nicht schaffen. Fir mathematisch interessierte und begabte Schiiler sind daher auflerunter-
richtliche Forderangebote (Arbeitsgemeinschaften, Korrespondenzzirkel) sehr wichtig.

Meist ist das gute Abschneiden bei Wettbewerben, etwa bei der Kreisolympiade, fir solche
Schuler sehr erstrebenswert. Dies kann man nutzen, um sie zu motivieren, auch das Begriin-
den und das exakte Darstellen der Lésung im Laufe der Zeit zu erlernen.

Was fur Schiller zu Beginn der Klasse 5 gilt, trifft natlrlich in erhdhtem Male auf Schiler der
Klassen 3 und 4 zu. In der Spitzenforderung durch individuelle Betreuung an Grundschulen
sollte man die Anforderungen tibernehmen, die in Arbeitsgemeinschaften fur Klasse 5 gestellt
werden; fur Arbeitsgemeinschaften in Klasse 3 ware dies nicht angemessen.

Im Mathematikunterricht an Grundschulen spielen Arbeitsblatter im Allgemeinen eine wich-
tige Rolle. Sie vermeiden nicht nur zeitraubende Schreibarbeit, sondern halten auch Resultate
der Arbeit Ubersichtlich fest. Wir sind der Meinung, dass man dieses didaktische Hilfsmittel
auch in Arbeitsgemeinschaften nutzen sollte. Hier sollte man jedoch versuchen, aufler der
Aufgabenstellung und dem Resultat moglichst auch den Lésungsweg festzuhalten. Ein ausge-
fllltes Arbeitsblatt soll auch der Zusammenfassung und Wiederholung dienen. Die Schuler
sollten die Arbeitsblatter der friheren Zirkel stets griffbereit haben, damit man im Bedarfsfall
auf sie zurlckgreifen kann.

Beim Suchen nach einem Lésungsweg sollten die Schiller stets ,,Schmierpapier benutzen.
Das Ausflllen der Arbeitsblatter sollte gemeinsam unter Anleitung des Lehrers in einer Phase
der gemeinsamen Auswertung oder am Ende des Zirkels geschehen.

In Vorbereitung auf einen Zirkel sollte der Lehrer stets Uberlegungen zum Ziel, zum Inhalt
und zum didaktischen VVorgehen anstellen.



12

Wir halten es flr effektiv, wenn man diesbeziliglich gewonnene Erfahrungen festhalt, um sie
an Dritte zum Zweck weiterer Erprobung weitergeben zu kdnnen. Aus diesem Grund stellen
wir auch ,,Hinweise zum Einsatz der Arbeitsblatter* zur Verfugung.

Schlussbemerkungen

Unser Ausgangspunkt ist erprobtes Material (Aufgabensammlungen und Anleitungen) fir
Arbeitsgemeinschaften in den Klassenstufen 5 bis 10. Die Zielstellung ist die Entwicklung
des problemlgsenden Denkens durch Vermitteln heuristischer Vorgehensweisen. Dieses Ma-
terial wird unter www.bezirkskomitee.de angeboten.

Wir gehen davon aus, dass die Ausbildung heuristischer Vorgehensweisen bereits im Grund-
schulalter moéglich ist und dass die in den oben genannten Klassenstufen erfolgreichen VVorge-
hensweisen sich in modifizierter Form auch in den Klassenstufen 3 und 4 einsetzen lassen.
Diesem Zweck dient das seit 1999 angebotene Material fur Arbeitsgemeinschaften in den
Klassenstufen 3 und 4.

Wir sind von der Annahme ausgegangen, dass Arbeitsblatter nicht nur im Unterricht, sondern
auch in Arbeitsgemeinschaften an Grundschulen ein ginstiges didaktisches Hilfsmittel sein
koénnen. Eine Erprobung von 16 Arbeitsblattern in den Schuljahren 2009/10 und 2010/11 hat
gezeigt, dass diese Annahme richtig war.
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