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Zahlentheorie

10) Berechne m. H. des Euklidischen Algorithmus deil3ten gemeinsamen
Teiler der Zahlen 242451 und 51429. Ermittle dienfaktorzerlegung dieses
ggT und hieraus die Primfaktorzerlegungen der lveihlen.

[Arbeite den Abschnitt ,3.1. Euklidischer Algorithus® des MatKZM7 durch.]

11) Entscheide, ob folgende Kongruenzaussagenb &m) wahr oder falsch
sind. Ermittle jeweils den kleinsten positiven Reln a bzw. b bei Division
durch m lassen. Begriinde!

a) 29= 15 (7), b) 11% -61 (9), c) 53% 408 (6), (d) 356 -139 (15).

[Arbeite die Abschnitte ,3.1. Grundgleichung dehlatheorie* und ,3.3. Das
Rechnen mit Kongruenzen (Modulrechnung)” des MatRZ4lurch.]

12) Vereinfache (durch entsprechende Division dgiden Seiten) folgende
wahre Aussagen:

a) 64=40 (12), b) -45 60 (7), c) 196 376 (18), d) 306 663 (357).

13) Gegeben seien zwei natlrliche Zahlen a undeyei Division durch 7 die
Reste 5 bzw. 3 lassen.
Welchen Rest lasst die Summe der Quadrate dieségrZbei Division durch 77?

[Verwende das Rechnen mit Kongruenzen als Hilfghittelle die Losung in
Form eines Losungsschemas dar.]

14) Beweise, dass fur alle ganzen Zahlen gilt:
Wenn a= b (m) und b= c (m),dann & c (m).

[Arbeite den Abschnitt ,3.3. Das Rechnen mit Koregreen (Modulrechnung)”
des MatKZM7 durch. Stelle den Beweis in Form eiBesveisschemas so dar,
wie es im Abschnitt ,1.4 Das Beweisen von Satzeas dMatKZM7 gezeigt
wird, und mache dich an dieser Stelle auch mit d=griff ,L6sungsgraph®
vertraut.]



15)

a) Beschreibe ein Verfahren, wie man flr eine beie natlrliche Zahl n den
kleinsten positiven Rest berechnen kann, denirBibesion durch 7 lasst.
Berechne diesen Rest fir n = 98765.

b) Lése die in Teil a) gestellte Aufgabe f(B" mit n = 98765 bei Division
durch 5.

c) Berechne den kleinsten positiven Rest, 867>’ bei Division durch 7 I4sst.

16) Beweise folgende Satze:
a) Wenn z %43 - 87°, dann 44|z.

b) Wenn z 254"+ 98™*, dann 63|z.

[Verwende das Rechnen mit Kongruenzen als Hilfshjtt

17) Betrachtet wird folgende Regel:
Es seien p und g ganze Zahlen. Dann ist 1000pgermpu dann durch 7 teilbar,
wenn p - g durch 7 teilbar ist.

a) Entscheide durch Anwendung dieser Regel, olZal 520833 durch 7 teil-
bar ist.

b) Entscheide durch dreimaliges Anwenden dieseeRed 9012345678 durch
7 teilbar ist.

c) Beweise diese Regel.
Hinweis:
Diese Regel kann zur effektiv Teilbarkeitsuntersugh angewendet werden,

weil in jedem Anwendungsschritt die Stellenzahl dech zu untersuchenden
Zahl verringert wird.

18) Untersuche, ob es 2014 aufeinanderfolgendetiygganze Zahlen derart
gibt, dass ihre Summe eine Quadratzahl ist.

Hinweis: Es gilt 2014 = 2-19-53.



Kombinatorik

9) Ermittle die Anzahl und die Summe aller siebeltigen Zahlen, fir die
das Produkt ihrer Ziffern gleich 453 ist und def@aersumme keine Primzahl
Ist.

10) Die Vokantianer benutzen wie wir in ihrer Sfteprache ein Alphabet aus
Konsonanten- und Vokalbuchstaben. In der Vokantifisprache gibt es keine

Worter, bei denen zwei Vokalbuchstaben bzw. zwendbmantenbuchstaben
unmittelbar aufeinanderfolgen. Die Wérter kdnnen Yokal- oder Konsonan-

tenbuchstaben beginnen. Jede endliche Folge vamnasn so abwechselnden
Vokal- oder Konsonantenbuchstaben ergibt tatsdchlich ein Wort in der Vo-

kant-Schriftsprache. Ein Vokantianer behauptets dis Vokant-Schriftsprache
genau 4800 funfbuchstabige Worter hat.

Untersuche, ob die Vokant-Schriftsprache tatsalchdienau 4800 funfbuchsta-
bige Woérter haben kann.

11) Eine Palindromzahl ist eine Zahl mit folgen8@genschaft: Liest man ihre
Ziffern von links nach rechts, dann ergibt sichsdibe Zahl wie beim Lesen von
rechts nach links. Die Zahl 615516 ist eine Pabnazahl. Die Zahl 415 ist kei-
ne Palindromzahl, denn wenn man die Ziffern vomteaach links liest, erhalt
man die Zahl 514.

a) Beweise: Eine sechsstellige Palindromzahl istémdurch 11 teilbar.

b) Beweise: Wenn man alle sechsstelligen Palindatwen durch 11 dividiert,
dann sind mindestens 10% dieser Palindromzahlestiilige Palindromzah-
len.

c) Untersuche: Gibt es mehr sechsstellige Palmdatlen, die bei Division
durch 11 keine funfstellige Palindromzahl ergelada,solche, bei denen sich
eine funfstellige Palindromzahl ergibt?



Geometrie

9) Ein konvexes Viereck ABCD, dessen Eckpunktdigser Reihenfolge wie
ublich entgegen dem Uhrzeigersinn bezeichnet sind, ein Punkt E erfiillen
folgende Bedingungen:

(@) Der Winkel ACB ist ein rechter Winkel.

(b) Die GrofRe des Winkels BAC betragt 20°.

(c) Der Punkt D liegt auf derselben Seite dera@en AB wie der

Punkt C und der Winkel ADC ist ein rechter Wahk
(d) Die Grof3e des Winkels CAD betragt 40°.

(e) Der Kreis mit dem Durchmess&B schneidet die Streck&D in
einem von C verschiedenen Punkt E.

Ermittle das Verhaltnis der Langen der StrecBéhund CE.
[Stelle die Losung in Form eines dreispaltigen &th® so dar, wie dies in den

L6ésungen der Sachaufgabe 1) sowie den Geometrigadeh 1) und 8) vorge-
fuhrt wird.]

10) Eine dreieckige Flache wird (wie in nebensteleen C

Figur angegeben) von einer StreckB mit der Lange a
sowie von zwei Kreisbdgen begrenzt, die zu den d€rei
k(A; a) bzw. k(B; a) gehdren.

M
Dieser dreieckigen Figur sei ein Kreis mit dem Radi
einbeschrieben, der alle drei Begrenzungslinietitrér
Dricke r durch a aus. A a

11) Es seien ABC ein spitzwinkliges Dreieck unddét Schnittpunkt seiner
Ho6hen. Der Punkt H werde an der Geraden AB geshjetpr Bildpunkt werde
mit H* bezeichnet.

Beweise, dass unter diesen Voraussetzungen dasckieAH'BC ein Sehnen-
viereck ist.

Vermute auf der Grundlage genau gezeichneter Figute dieser Satz auch flr

rechtwinklige oder stumpfwinklige Dreiecke gilt.

12) Von einem Punkt M im Inneren eines gegebeneatzesp Winkels XAY
fallt man auf die durch die Schenkel dieses WinKkettgelegten Geraden AX

bzw. AY die LoteMP bzw. MQ, wobei Pz A und Q#A gelte. Vom Punkt A
fallt man das LotAK auf die Gerade PQ.
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Beweise, dass dann ste< | PAK<=| MAQ)| gilt.

[Wiederhole in ,Séatze" auf S.7 den Abschnitt VIKré€is und Winkel) und den
Abschnitt Vic. (Kreis und Viereck).]

13) Drei kongruente Kreise mit den Mittelpunkten, Mi,, M; und dem Radius
r verlaufen durch einen gemeinsamen Punkt D. CHesese schneiden einander
aulRerdem in weiteren Punkten, die mit A, B und geldnet werden.

a) Beweise, dass man einen Punkt S konstruieren, kdar von diesen drei
Schnittpunkten den gleichen Abstand hat.

b) Vergleiche den Radius des Kreises mit dem Mittekt S, auf dem A, B und
C liegen, mit dem Radius r. Beweise deine Vermgitun

14) Gegeben ist ein spitzwinkliges Dreieck ABC mginem Umkreis. Der
Umkreismittelpunkt heif3t M, der HOohenschnittpunkii3t H undM,_ ist der

Mittelpunkt der SeiteAB . Die Gerade MC schneidet den Umkreis auBer im
Punkt C noch im Punkt P.
Beweise, dass aus diesen Voraussetzungen folgt:

(1) Die Geraden AH und PB sind parallel.

(2) Die Punkte PM_und H liegen auf einer Geraden.
Untersuche, ob dieser Satz auch fur rechtwinklager stumpfwinklige Dreiecke
gilt.
[Arbeite im Abschnitt ,1.2. Logische Verwandtsclaft zwischen Aussagen®
vor allem den Abschnitt ,1.2.3. Verallgemeinern (Bpkzialisieren von Satzen®
des MatKZM durch.]

15) Uber den Seiten eines Dreiecks ABC werden n B

aul3en - wie in der nebenstehenden Abbildung zunst ¢

- gleichseitige Dreiecke errichtet. Die Punkte, B,

und G sind die Spitzen der neuen Dreiecke.

Beweise, dass unter diesen Voraussetzungen die A B

cken AA,, BB, und CC, gleich lang sind.

A,

C



16) In einem spitzwinkligen Dreieck ABC sind.MM, und M, die Mittelpunk-
te der SeiterAB, BC bzw. AC . Uber den SeiteBC und AC sind nach auRen
Quadrate gezeichnet. Die Schnittpunkte ihrer Diatgmheif3en Pbund D;.
Beweise, dass aus diesen Voraussetzungen folgt:

(B,) Das Viereck MM,CM, ist ein Parallelogramm.

(B,) Das DreieckD,D,M . ist ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck.

Untersuche, ob dieser Satz auch fur rechtwinkligerofiir stumpfwinklige
Dreiecke qilt.

17) Uber den vier Seiten eines nicht rechtwinkliggarallelogramms werden
Quadrate konstruiert.

Beweise, dass die Diagonalenschnittpunkte diessr Quadrate Eckpunkte ei-
nes Quadrates sind.

Warum ist die Voraussetzung ,nicht rechtwinklig‘ikke notwendige Einschran-
kung?

18) Uber sechs Punkte A, B, C, D, E und M
wird vorausgesetzt: !E
V, : A, Bund C bilden ein rechtwinkliges

Dreieck mit dem rechten Winkel in C.
V,: M ist der Mittelpunkt der SeiteAB .

V, : D liegt auf der SeithC und DC ist kiir-

zer als AD .

V, : Eist der Schnittpunkt der GeradBg C
und MD. %

V, : Die StreckerED undAB sind gleich P
lang A M B

Die GroRRe des Winkels CBA ist miz, die des Winkels DEC mit bezeichnet.
a) Beweise, dass aus diesen Voraussetzungen3-¢ folgt.

b) Beweise, dass aus diesen Voraussetzungen folgt:
Der Winkels CMA ist dreimal so grol3 wie der WinkaVE.



19) Gegeben ist ein regelmaliges Fiinfeck ABCDE.$@&nittpunkt der beiden Di-
agonalenAC und EB ist mit F bezeichnet. Der Kreis mit dem Mittelptitk und dem
RadiusAB schneidet die Gerade AE auRer in A noch im Punkd& Kreis mit dem

Mittelpunkt A und dem Radiuf\B schneidet die Gerade CB aufer in B noch im
Punkt H.

Beweise, dass unter diesen Voraussetzungen auchkindsck AGHBF regelmalig
Ist.

[Erarbeite im Begleitmaterial ,,Einige grundlegenaanimetrische Satze" zum KZM7
den Abschnitt ,VII. Ahnlichkeitsabbildungen - Ahalikeit - Strahlensatze*.]

20) Zu konstruieren sind alle (bis auf Kongruenesebiedene) Dreiecke ABC, die
folgende Bedingungen erflillen:
(a) Die SeiteAC hat eine Lange von 4 cm.
(b) Die SeiteAB hat eine Lange von 6 cm.
(c) Die Streck®H hat eine Lange von 5 cm.
(d) Die StreckeBH ist eine Hohe im Dreieck ABC.
a) Beschreibe deine Konstruktion und fuihre die hesbene Konstruktion durch.
b) Beweise folgenden Satz: Wenn ein Dreieck dieteffe=n Bedingungen erfillt,
dann lasst es sich wie beschrieben konstruiereziffkeitsnachweis).
c) Beweise folgenden Satz: Wenn ein Dreieck wielesben konstruiert wird, dann
erflllt es die gestellten Bedingungen (Existenbmaais).
Hinweis:
Bei den Konstruktionsaufgaben 21), 23) und 24) stém die ersten beiden Zeilen der
Aufgabenstellung sowie die Teilaufgaben a) bis @) denen der Aufgabe 20) wort-
wortlich Gberein. Daher werden bei diesen Aufgabendie unterschiedlichen gege-
benen Bedingungen (a), (b), ... angegeben. Ben@2Teil a) und b) I6sen.

21) (a) Die SeiteBC hat eine Lange von 5 cm.
(b) Die Summe der Langen der Streckeund AC betragt 11 cm.
(c) Die Grof3e des Winkels CBA betragt 70°.
22) (a) Die Summe der Langen der drei Seiten betragm.
(b) Der Winkel BAC hat die GroRRe 60°.
(c) Die StreckeCH ist 4 cm lang.
(d) Die StreckeCHist eine Hohe im Dreieck ABC.
23) (a) ABCD ist ein Sehnenviereck.

(b) Die StreckeAB hat eine Lange von 5 cm.

(c) Der Winkel BAD ist 120° groR3.

(d) Der Winkel CBA ist 100° grof3.

(e) Die Summe der Langen der Sei@ und CD betragt 12 cm.
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24) (a) Die SeitAC hat die Lange b.

(b) Die SeiteAB hat die Lange c.
(c) Der Winkel ACB ist dreimal so grol3 wie dernkiel CBA.

Regelnzum Ldsen geometrischer Konstruktionsaufgaben miHilfe der Methode
der geometrischen Orter und der Methode der Hilfse¢mente

- Formuliere die Aufgabe so um, dass nur Punktel @edingungen) gegeben und nur Punkte
gesucht sind. Als gegebene Punkte eignen sichEddpunkte einer Strecke, deren Lange
bekannt ist.

° Welches sind die beiden (griin zu kennzeichnenglegebenen Punkte, welches sind die
(rot zu kennzeichnenden) gesuchten Punkte?
Welche der gegebenen Bedingungen liefert dielgmgen Punkte?
- Ermittle zu jedem gesuchten Punkt (moglichst)izyg@metrische Orter.
° Welche der gegebenen Bedingungen liefert einkrinen geometrischen Ort?
° Welche Bedingung wurde noch nicht verwendetk8mnte den gesuchten zweiten geo-
metrischen Ort liefern.

Wenn du auf diese Weise nicht sofort ans Ziel ggdgrdann suche nach (konstruierbaren bzw.

hinreichenden, blau zu kennzeichnenden) Hilfspunkte

- VA: Welche Hilfspunkte lassen sich aus den gegeheBedingungen unmittelbar konstruie-
ren? Welches sind die benétigten beiden geomearsOrter?

- RA: Aus welchen Hilfspunkten liel3e sich der gégad®unkt unmittelbar konstruieren?

- Wenn eine Summe s oder eine Differenz d weei Streckenlangen gegeben ist, dann er-
zeuge durch Streckenabtragung einen HilfspunktEdelpunkt einer Strecke ist, deren Lange
gleich s bzw. d ist. (Dies ist ein ,naheliedert Hilfspunkt.)

- Wabhle Hilfspunkte stets so, dass eine Figur ehtstiber die ,viel bekannt” ist (gleichseitiges,
gleichschenkliges oder rechtwinkliges Dreieck;alaltogramm, Sehnenviereck, Tangenten-
viereck u.a.).

- Welche (,gestrichelt® zu zeichnenden) Hilfslini&dnnten nutzlich sein, um eine derartige
nutzliche Hilfsfigur zu erzeugen?

- Welche Hilfsmittel (Satze, Formeln, Definitionen &.) kdnnten helfen, aus den gegebenen
GrolRRen (Streckenlangen, Winkelgrol3en) oder augidgaebenen Bedingungen weit&gi3en
oder Bedingungen abzuleiten, die bei der Suchl gaometrischen Orter helfen konnen?

Ein Losungsplan ist gefunden, wenn man von denligrgen Punkten Uber die gefundenen Hilfs-

punkte zu den gesuchten Punkten gelangen kann,iwohedem konstruierten Punkt zwei geo-

metrische Orter bekannt sind.

- Gib zu jedem Hilfspunkt durch eine Zusatzvoratmssey an, wie er konstruiert werden soll.

- Nummeriere die Konstruktionsschritte durch undewsuche, ob bzw. unter welchen Bedin-
gungen das erhaltene geometrische Objekt (biK@andruenz) eindeutig konstruierbar ist.



